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摘　要：在倒向随机微分方程生成元满足基本假设的前提下，证明了ｇ期望的凸性、条件凸性与倒向随机微分
方程生成元函数 ｇ之间的一一对应关系，从而在 ｇ期望的框架下说明了 ＤｅｔｌｅｆｓｅｎＳｃａｎｄｏｌｏ（２００５）与 Ｊｉａｎｇ
（２００８）中关于动态凸风险度量的两种定义方式是一致的。进一步地，获得了一类时间相容的动态凸风险度量与
ｇ期望凸性之间的对应关系。
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　　为了克服金融风险度量方法 ＶａＲ的先天性缺
陷，ＡｒｔｚｎｅｒＤｅｌｂａｅｎＥｂｅｒＨｅａｔｈ［１－２］首次通过公理
化假设的方法开创性地引入了一致性风险度量的概

念，随后 ＦｌｌｍｅｒＳｃｈｉｅｄ［３］和 ＦｒｉｔｔｅｌｌｉＲｏｓａｚｚａＧｉ
ａｎｉｎ［４］分别独立地提出凸风险度量的定义，即用条
件较弱的凸性取代一致性风险度量公理化体系中的

正齐次性和次可加性。ＤｅｔｌｅｆｓｅｎＳｃａｎｄｏｌｏ［５］引入了
条件凸风险度量的定义，获得了条件凸风险度量可

表示的充分必要性条件；进一步地，给出了动态凸

风险度量定义并研究其时间相容性条件的等价刻

画。关于动态凸风险度量的相关文章请参阅文献

［６－９］等。众所周知，这种公理化的风险度量理
论与非线性数学期望之间存在着紧密的联系。１９９７
年，山东大学彭实戈院士通过非线性倒向随机微分

方程的解引入了 ｇ期望和条件 ｇ期望的概
念［１０－１１］。ｇ期望是一类典型的域流相容的非线性
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数学期望。ＲｏｓａｚｚａＧｉａｎｉｎ［１２］将 ｇ期望理论与公理
化的金融风险度量结合起来，通过条件 ｇ期望诱
导出条件凸风险度量，进而通过 ｇ期望诱导出一
类时间相容的动态凸风险度量。Ｊｉａｎｇ［１３］通过应用
其所获得的倒向随机微分方程生成元的表示定理，

系统性地建立了ｇ期望所诱导的 （动态）凸风险度
量与生成元函数 ｇ之间的一一对应关系。进一步
地，ＤｅｌｂａｅｎＰｅｎｇＲｏｓａｚｚａＧｉａｎｉｎ［１４］应用 ｇ期望所
诱导的动态凸风险度量的表示结果给出了一类时间

相容的动态凸风险度量 （动态凹效用）的表示结

果。

需要指出的是，Ｊｉａｎｇ［１３］中动态凸风险度量的
公理化假设，特别是在条件凸性假设上，与 Ｄｅｔｌｅｆ
ｓｅｎＳｃａｎｄｏｌｏ［５］是不一致的。由此，一个自然的问
题是：在 ｇ期望的框架下，关于动态凸风险度量
的这两种定义方式是否是一致的？在倒向随机微分

方程生成元满足基本假设条件的前提下，本文致力

于研究 ｇ期望的凸性、条件凸性与生成元函数 ｇ
之间的一一对应关系，进而证明这两种定义方式在

ｇ期望框架下是等价的；进一步地，研究了ｇ期望
与其诱导的时间相容的动态凸风险度量之间的对应

关系。

１　预备知识
设Ｔ是一个给定的正实数，（Ｂｔ）ｔ≥０是概率空

间（Ω，Ｆ，Ｐ）上的ｄ维标准布朗运动，（Ｆｔ）ｔ≥０是由
该布朗运动生成的完备的 σ域流。对每一个正整
数ｎ，记｜·｜为Ｒｎ中 Ｅｕｃｌｉｄ范数；对任意的 ｚ１，ｚ２
∈Ｒｎ，记ｚ１·ｚ２为向量ｚ１与ｚ２的内积；记Ｌ

２（Ω，Ｆｔ，
Ｐ）为Ｆｔ－可测且平方可积的随机变量全体；记
Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ）为Ｆｔ－可测且本性有界的随机变量
全体。

考虑如下形式的一维倒向随机微分方程：

ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ

ｇ（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫
Ｔ

ｔ

ｚｓ·ｄＢｓ，

ｔ∈［０，Ｔ］
若生成元函数ｇ：［０，Ｔ］×Ω×Ｒ×Ｒｄ→Ｒ满足下述
假设条件 （Ａ１）和 （Ａ２）：

（Ａ１）（Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件）存在常数Ｋ≥０使得ｄＰ
×ｄｔａｓ，对任意的（ｙ１，ｚ１），（ｙ２，ｚ２）∈Ｒ×Ｒ

ｄ有

｜ｇ（ｔ，ｙ１，ｚ１）－ｇ（ｔ，ｙ２，ｚ２）｜≤
Ｋ（｜ｙ１－ｙ２｜＋｜ｚ１－ｚ２｜）

（Ａ２）Ｅ∫
Ｔ

０

｜ｇ（ｔ，０，０）｜２ｄｔ＜＋∞。

（Ａ３）ｄＰ×ｄｔａｓ，对任意的 ｙ∈Ｒ有 ｇ（ｔ，
ｙ，０） ＝０。

则由ＰａｒｄｏｕｘＰｅｎｇ［１０］知，对任意的 ξ∈ Ｌ２（Ω，
ＦＴ，Ｐ），上述倒向随机微分方程存在唯一一对平方
可 积 的 适 应 解， 记 为 （Ｙｔ（ｇ，Ｔ，ξ），Ｚｔ（ｇ，Ｔ，
ξ））ｔ∈［０，Ｔ］。进一步地，若生成元函数 ｇ还满足假
设条件 （Ａ３），Ｐｅｎｇ［１１］用 Ｅｇ［ξ］表示 Ｙ０（ｇ，Ｔ，ξ），
称Ｅｇ［ξ］为ξ的 ｇ期望；用Ｅｇ［ξ｜Ｆｔ］表示Ｙｔ（ｇ，
Ｔ，ξ），并称Ｅｇ［ξ｜Ｆｔ］为ξ关于Ｆｔ的条件 ｇ期望。

接下来，我们引入本文的重要的引理，下述引

理来自文献 ［１３］的定理３２。
引理１　设生成元 ｇ满足 （Ａ１）和 （Ａ３），则

以下陈述等价：

（ｉ）ｇ独立于ｙ且关于 ｚ是凸的，即对任意的
ｚ１，ｚ２∈Ｒ

ｄ，λ∈［０，１］，有
ｇ（ｔ，λｚ１＋（１－λ）ｚ２）≤
λｇ（ｔ，ｚ１）＋（１－λ）ｇ（ｔ，ｚ２），

ｄＰ×ｄｔａｓ
（ｉｉ）对任意的 Ｘ，Ｙ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈ ［０，

１］，有
Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ］≤
λＥｇ［Ｘ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ］

（ｉｉｉ）对任意的 ｔ∈ ［０，Ｔ］，Ｘ，Ｙ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，
Ｐ），λ∈［０，１］，有

Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｔ］≤
λＥｇ［Ｘ｜Ｆｔ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｔ］，Ｐ－ａｓ

为方便读者起见，我们回顾文献 ［５］中动态凸风
险度量的公理化定义，如下：

定义１　称ρｓ，ｔ（·）：Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ）→Ｌ∞（Ω，Ｆｓ，
Ｐ），０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ，为条件凸风险度量，若其在Ｐ
ａｓ意义下满足：

（ｉ）单调性：若 Ｘ≥Ｙ，则ρｓ，ｔ（Ｘ）≤ρｓ，ｔ（Ｙ）。
（ｉｉ）平移不变性：对任意的 Ｙ∈ Ｌ∞（Ω，Ｆｓ，

Ｐ），有ρｓ，ｔ（Ｘ＋Ｙ）＝ρｓ，ｔ（Ｘ）－Ｙ。
（ｉｉｉ）条件凸性：对任意的 λ∈ Ｌ∞（Ω，Ｆｓ，Ｐ），

λ∈［０，１］，有
ρｓ，ｔ（λＸ＋（１－λ）Ｙ）≤λρｓ，ｔ（Ｘ）＋（１－λ）ρｓ，ｔ（Ｙ）

（ｉｖ）标准化：ρｓ，ｔ（０）＝０。
定义 ２　称 （ρｓ，ｔ）０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ为动态凸风险度量，

若其对任意的０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ，ρｓ，ｔ（·）均为条件凸风
险 度 量。进 一 步 地，称 动 态 凸 风 险 度 量

（ρｓ，ｔ）０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ是时间相容的，若对任意的 ｒ∈ ［ｓ，
ｔ］，Ｘ∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），有

ρｓ，ｔ（Ｘ）＝ρｓ，ｒ（－ρｒ，ｔ（Ｘ））

８２１
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２　主要结果
定理１　设生成元 ｇ满足 （Ａ１）和 （Ａ３），则

以下陈述等价：

（ｉ）ｇ独立于 ｙ且关于 ｚ是凸的，即对任意的
ｚ１，ｚ２∈Ｒ

ｄ，λ∈［０，１］，有
ｇ（ｔ，λｚ１＋（１－λ）ｚ２）≤

λｇ（ｔ，ｚ１）＋（１－λ）ｇ（ｔ，ｚ２），ｄＰ×ｄｔａｓ
（ｉｉ）Ｅｇ［·］满足凸性，即对任意的 Ｘ，Ｙ∈

Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈［０，１］，有
Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ］≤λＥｇ［Ｘ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ］
（ｉｉｉ）Ｅｇ［·｜Ｆｔ］满足条件凸性，即对任意的 ｔ

∈［０，Ｔ］，Ｘ，Ｙ∈Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ）
，λ∈［０，１］，有

Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｔ］≤
λＥｇ［Ｘ｜Ｆｔ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｔ］，Ｐ－ａｓ

　　证明　 （ｉｉｉ） （ｉｉ）是显然的。由引理１易
证 （ｉｉ）（ｉ）成立。下证 （ｉ）（ｉｉｉ）。首先，考
虑参数λ是简单函数时的情形，即

λ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
１Ａｉｘｉ

　　其中，｛Ａｉ｝
Ｎ
ｉ＝１是（Ω，Ｆ）的一个分割，ｘｉ∈［０，

１］，ｉ＝１，２，…，Ｎ。对每一个ｉ，由假设条件 （Ａ３）
知

ｇ（ｔ，０，０）＝０， ｄＰ×ｄｔ－ａｓ

故对任意的（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｄ，
１Ａｉｇ（ｔ，ｙ，ｚ）＝ｇ（ｔ，１Ａｉｙ，１Ａｉｚ），ｉ＝１，２，…，Ｎ

对任意的 Ｘ，Ｙ∈ Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ），记 （ｙｔ，ｚｔ），（珋ｙｔ，
珋ｚｔ），（珓ｙｔ，珓ｚｔ）分别为下述倒向随机微分方程的解

ｙｔ＝Ｘ＋∫
Ｔ

ｔ

ｇ（ｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫
Ｔ

ｔ

ｚｓ·ｄＢｓ， ｔ∈［０，Ｔ］，

珋ｙｔ＝Ｙ＋∫
Ｔ

ｔ

ｇ（ｓ，珋ｚｓ）ｄｓ－∫
Ｔ

ｔ

珋ｚｓ·ｄＢｓ， ｔ∈［０，Ｔ］，

珓ｙｔ＝λＸ＋（１－λ）Ｙ＋∫
Ｔ

ｔ

ｇ（ｓ，珓ｚｓ）ｄｓ－∫
Ｔ

ｔ

珓ｚｓ·ｄＢｓ，

ｔ∈［０，Ｔ］
注意到对每一个ｉ，均有

１Ａｉｙｔ＝１ＡｉＸ＋∫
Ｔ

ｔ

ｇ（ｓ，１Ａｉｚｓ）ｄｓ－∫
Ｔ

ｔ

１Ａｉｚｓ·ｄＢｓ，

ｔ∈［０，Ｔ］；

１Ａｉｘｉｙｔ＝１ＡｉｘｉＸ＋∫
Ｔ

ｔ

ｘｉｇ（ｓ，１Ａｉｚｓ）ｄｓ－∫
Ｔ

ｔ

１Ａｉｘｉｚｓ·ｄＢｓ，

ｔ∈［０，Ｔ］

从而

λｙｔ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
１ＡｉＸ＋∑

Ｎ

ｉ＝１
∫
Ｔ

ｔ

ｘｉｇ（ｓ，１Ａｉｚｓ）ｄｓ－

∑
Ｎ

ｉ＝１
∫
Ｔ

ｔ

１Ａｉｘｉｚｓ·ｄＢｓ＝

λＸ＋∫
Ｔ

ｔ
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｇ（ｓ，１Ａｉｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
∑
Ｎ

ｉ＝１
１Ａｉｘｉｚｓ·ｄＢｓ＝

λＸ＋∫
Ｔ

ｔ
∑
Ｎ

ｉ＝１
ｘｉｇ（ｓ，１Ａｉｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ

λｚｓ·ｄＢｓ

类似可得

（１－λ）珋ｙｔ＝（１－λ）Ｙ＋

∫
Ｔ

ｔ
∑
Ｎ

ｉ＝１
（１－ｘｉ）ｇ（ｓ，１Ａｉ珋ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ

（１－λ）珋ｚｓ·ｄＢｓ

令Ｙｔ＝λｙｔ＋（１－λ）珋ｙｔ，则
Ｙｔ＝λＸ＋（１－λ）Ｙ＋

∫
Ｔ

ｔ
∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｘｉｇ（ｓ，１Ａｉｚｓ）＋（１－ｘｉ）ｇ（ｓ，１Ａｉ珋ｚｓ））ｄｓ－

∫
Ｔ

ｔ

λｚｓ＋（１－λ）珋ｚｓ·ｄＢｓ

对每一个ｉ＝１，２，…，Ｎ，注意到ｇ是独立于ｙ且关
于ｚ是凸的，结合ｘｉ∈［０，１］，可得

ｇ（ｔ，ｘｉｚｔ＋（１－ｘｉ）珋ｚｔ）≤
ｘｉｇ（ｔ，ｚｔ）＋（１－ｘｉ）ｇ（ｔ，珋ｚｔ），ｄＰ×ｄｔ－ａｓ

由ｇ期望的定义及倒向随机微分方程的比较定理
立得

Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｔ］＝珓ｙｔ≤Ｙｔ＝
λｙｔ＋（１－λ）珋ｙｔ＝

λＥｇ［Ｘ｜Ｆｔ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｔ］
接下来，考虑一般情形下的参数 λ。对任意的 λ
∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），λ∈ ［０，１］，选取 Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ）
中收敛于λ的简单函数列 ｛λｉ｝，其中对每一 ｉ，λｉ
∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），λｉ∈［０，１］。由倒向随机微分方
程解的连续依赖性 （参阅Ｐｅｎｇ［１１］）知

ＥＰ［｜Ｅｇ［λｉＸ＋（１－λｉ）Ｙ｜Ｆｔ］－
Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｔ］｜

２］≤
ＣＴ，ＫＥＰ［｜（λｉ－λ）（Ｘ－Ｙ）｜

２］→０
其中，ＣＴ，Ｋ为仅依赖于Ｔ，Ｋ的非负常数。故对任意
的ｔ∈［０，Ｔ］，Ｘ，Ｙ∈Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈Ｌ∞（Ω，
Ｆｔ，Ｐ），λ∈［０，１］，有

Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｔ］≤
λＥｇ［Ｘ｜Ｆｔ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｔ］，Ｐ－ａｓ

证毕。

易验证，对任意的Ｘ，Ｙ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），定理
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１中的论断依然成立，结合引理１立得下述命题，
从而说明在 ｇ期望的框架下，Ｊｉａｎｇ［１３］中动态凸风
险度量的公理化假设与 ＤｅｔｌｅｆｓｅｎＳｃａｎｄｏｌｏ［５］是完全
一致的。

命题１　设生成元 ｇ满足 （Ａ１）和 （Ａ３），则
以下陈述等价：

（ｉ）Ｅｇ［·］是凸 ｇ期望，即对任意的 Ｘ，Ｙ∈
Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈［０，１］，有

Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ］≤
λＥｇ［Ｘ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ］

（ｉｉ）Ｅｇ［·｜Ｆｔ］满足条件凸性，即对任意的 ｔ
∈ ［０，Ｔ］，Ｘ，Ｙ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈ Ｌ

２（Ω，Ｆｔ，
Ｐ），λ∈［０，１］，有

Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｔ］≤
λＥｇ［Ｘ｜Ｆｔ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｔ］，Ｐ－ａｓ

　　接下来，我们探讨 ｇ期望与其诱导的时间相容
的动态凸风险度量之间的对应关系。

定理２　设生成元 ｇ满足 （Ａ１）和 （Ａ３）。对
任意的０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ，令

ρｓ，ｔ（Ｘ）＝Ｅｇ［－Ｘ｜Ｆｓ］， Ｘ∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ）

则以下陈述等价：

（ｉ）Ｅｇ［·］是凸ｇ期望。
（ｉｉ）（ρｓ，ｔ）０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ是时间相容的动态凸风险度

量，且对任意的０≤ｓ≤ ｔ≤ Ｔ，ρｓ，ｔ满足从上连续
性，即若Ｘｎ↓Ｘ，Ｐ－ａｓ，则 ρｓ，ｔ（Ｘｎ）↑ρｓ，ｔ（Ｘ），
Ｐ－ａｓ

证明　首先，我们证明 （ｉｉ） （ｉ）成立。事
实上，由（ρｓ，ｔ）０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ是动态凸风险度量知，对任
意的ｔ∈［０，Ｔ］，ρｔ，Ｔ为条件凸风险度量。特别地，
ρ０，Ｔ为凸风险度量。从而由凸风险度量的公理化定
义知，对任意的Ｘ，Ｙ∈Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ），λ∈［０，１］，
有

ρ０，Ｔ（λＸ＋（１－λ）Ｙ）≤
λρ０，Ｔ（Ｘ）＋（１－λ）ρ０，Ｔ（Ｙ）

结合ρ０，Ｔ（Ｘ）＝Ｅｇ［－Ｘ｜Ｆ０］＝Ｅｇ［－Ｘ］，Ｘ∈

Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ），得
Ｅｇ［λ（－Ｘ）＋（１－λ）（－Ｙ）］≤
λＥｇ［－Ｘ］＋（１－λ）Ｅｇ［－Ｙ］，
Ｘ，Ｙ∈Ｌ∞（Ω，ＦＴ，Ｐ）

即Ｅｇ［·］是凸ｇ期望。
下证 （ｉ）（ｉｉ）成立。对任意的０≤ｓ≤ｔ≤

Ｔ，由定理１知生成元 ｇ独立于 ｙ且关于ｚ是凸的，
且条件 ｇ期望 Ｅｇ［·｜Ｆｓ］满足条件凸性。进一步
地，结合倒向随机微分方程的比较定理、解的存在

唯一性，Ｐｅｎｇ［１１］ｇ期望的平移不变性、保常数性、
连续依赖性等，可知Ｅｇ［·｜Ｆｓ］在 Ｐ－ａｓ意义下
满足下述性质：

（ａ）对任意的 Ｘ，Ｙ∈ Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），若 Ｘ≥
Ｙ，则Ｅｇ［Ｘ｜Ｆｓ］≥Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｓ］。

（ｂ）对任意的 Ｘ∈ Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），Ｙ∈ Ｌ∞（Ω，
Ｆｓ，Ｐ），有

Ｅｇ［Ｘ＋Ｙ｜Ｆｓ］＝Ｅｇ［Ｘ｜Ｆｓ］＋Ｙ
（ｃ）对任意的Ｘ∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），Ｙ∈Ｌ∞（Ω，

Ｆｓ，Ｐ），λ∈［０，１］，有
Ｅｇ［λＸ＋（１－λ）Ｙ｜Ｆｓ］≤

λＥｇ［Ｘ｜Ｆｓ］＋（１－λ）Ｅｇ［Ｙ｜Ｆｓ］，Ｐ－ａｓ．
（ｄ）Ｅｇ［０｜Ｆｓ］＝０。
（ｅ）对任意的Ｘ∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），ｒ∈［ｓ，ｔ］，

有

Ｅｇ［Ｅｇ［Ｘ｜Ｆｒ］｜Ｆｓ］＝Ｅｇ［Ｘ｜Ｆｒ∧ｓ］＝Ｅｇ［Ｘ｜Ｆｒ］
（ｆ）若 Ｘｎ，Ｘ∈ Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ）且 Ｘｎ→ Ｘ，则

Ｅｇ［Ｘｎ｜Ｆｓ］→Ｅｇ［Ｘ｜Ｆｓ］。
由ρｓ，ｔ（Ｘ）＝Ｅｇ［－Ｘ｜Ｆｓ］，Ｘ∈Ｌ∞（Ω，Ｆｔ，Ｐ），

结合性质 （ａ） －（ｄ）可知ρｓ，ｔ为条件凸风险度量，
且由性质 （ａ）和 （ｆ）得，条件凸风险度量ρｓ，ｔ满足
从上连续性。进一步地，由时间参数 ｓ和 ｔ选取的
任意性知，（ρｓ，ｔ）０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ是动态凸风险度量，从而由
性质 （ｅ）立得（ρｓ，ｔ）０≤ｓ≤ｔ≤Ｔ是时间相容的动态凸风
险度量。证毕。
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